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两 参数 Burr XII 分 布 的 经 验 Bayes 检验 问题 * 


韦 程 东 :， 陈志强 ">， 韦 师 !， 苏 Ws 
(1- 广西 师范 学 院 数学 科学 学 院 ， 南 宁 530023; 2- 南宁 市 统计 局 ， 南 宁 530028) 


f X Burr XII 分 布 在 保险 精算 、 经 济 学 、 社 会 学 、 环 境 学 等 中 有 着 非常 重要 的 应 用 价值 ， 已 经 被 列 
入 精算 师 常 用 的 八大 分 布 之 中 ， 由 此 可 见 对 Burr XII 分 布 的 研究 有 着 重要 的 现实 意义 和 理论 价 
值 。 本 文 主要 对 两 参数 Burr. XII 分 布 分 别 在 绝对 值 损失 和 加 权 平 方 损失 下 ， 利 用 核 估 计 方 法 构 
造 了 参数 相应 的 经 验 Bayes (EB) 单 侧 和 双 侧 检验 函数 ， 证 明了 所 提出 的 EB 检验 函数 均 是 渐 近 
最 优 的 并 获得 了 EB 检验 函数 的 收敛 速度 。 最 后 ， 给 出 了 一 个 例子 ， 说 明 适 合 定理 条 件 的 先 验 分 


布 是 存在 的 。 
关键 词 : Burr XII 分 布 ， 核 估计 ， 经 验 Bayes 检验 函数 ， 渐 近 最 优 :收敛 速度 
分 类 号 : AMS(2000) 62C12; 62F05 中 图 分 类 号 : 0212.1 文献 标识 码 : A 
1 引言 


19424, Bur 基于 微分 方程 


dF(x) 
d(x) 


引入 了 12 类 分 布 函数 。Burr XII 分 布 就 是 其 中 一 种 ， 其 分 布 函数 和 密度 函数 分 别 为 


= F(z)(1 — F(z))g(z, F()) 


Fx(z)-21— 20 


1 
(1 十 za)5， T 2U, o 2 1, 8 > 0， (1) 


F'(z) = f(z) = 6oz^ 1 (1 + 22) 0*9. (2) 


通常 称 这 个 分 布 为 两 参数 Burr. XIADA. 80 o > 1， 则 密度 函数 是 单 峰 且 为 偏 态 ， 峰 值 


为 Ps 
a-14i 
Pe ora) 
如 果 a = 1， 则 密度 函数 为 工 型 的 。 该 分 布 已 经 被 列 入 精算 师 常用 的 八大 分 布 之 中 ， 引 起 了 人 
们 广泛 的 注意 。 

自 Robbinsl3l 提出 经 验 Bayes 方 法 以 来 ， 该 方法 已 经 有 了 长 足 的 发 展 ， 特 别 是 对 指数 族 
的 研究 ， 如 Johns 和 Van Ryzinl^*! 分 别 讨 论 了 离散 型 和 连续 型 单 参数 指数 族 情形 的 EB 单 
侧 检验 问题 ， 韦 来 生 [6'1 研 究 了 离散 型 和 连续 型 单 参数 指数 族 情形 的 EB 双 侧 检验 问题 ， 
陈 家 清 等 图 对 线性 指数 分 布 进行 了 参数 的 单 边 和 双边 EB 检 验 。 对 于 两 参数 Burr XII 分 
fi, Evans Ñ Ragab?! 考虑 了 在 II- 型 截 尾 样本 下 Bayes 估 计 问 题 ，Pathak 等 nq 研究 了 加 速 寿 
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命 试验 中 的 经 验 Bayes 估计 问题 。 本 文 将 讨论 两 参数 Burr XII 分 布 的 经 验 Bayes 单 侧 和 双 侧 检 


验 问题 。 
考虑 由 (2) 式 给 出 的 模型 ， 其 中 6 是 未 知 参数 ，a 为 已 知 的 正常 数 。 其 样本 空间 为 re 8 = 


{z1z> 0}， 参 数 空间 为 
日 =140>0: 0)dz —1,. 
{9>0: [ fi 1922-1) 
首先 ， 考 虑 如 下 的 单 侧 检验 问题 
Ho : 0€ 09 — Hı : 0» 09, (3) 
其 中 bo 为 一 给 定 的 常数 。 
对 于 上 述 假设 检验 问题 ， 设 损失 函数 为 
Lo(0, do) = a(0 — 65)1(8 > 69), Li(0,di) = a(&o — 6) (6 < 6), 
其 中 a 是 大 于 0 的 常数 ，d{do, di} 是 行动 空间 ，do RREZ Ho, di 表示 拒绝 Ho. IA) 为 事 


件 4 的 示 性 函数 。 
设 参数 9 的 先 验 分 布 为 G(9) 且 为 未 知 。 随 机 化 判决 函数 为 


ó(z) = P( E^ Ho | X = x), (4) 
则 6(z) 的 风险 函数 为 
R6), 60) = | | [Lo(0, do)f (e | D8) + Ll0, d) f(E |00 -staj)jdzdcg) 
I i B(z)&(z)dz + Co, (5) 
这 里 
Ce = 人 me di)dG(0)  B(z)— Le ~ bo) f (x | 9)aG(0). (6) 
令 随 机 变量 X 的 边缘 分 布 为 
f() = f, f(z | 09)dG(0) = 人 gaze-1(1 + 2°)-(+0)qG(0), (7) 
则 由 (6) 式 计 算得 
p(z) = (p(z) — bo) f(x) — v(z) FN (a), (8) 
其 中 fO (2) 是 f(x) 的 一 阶 导数 ， 而 
ez) =E, pas HE. 9) 
特别 的 ， 当 a = 1，p(z) = —1, v(z) = 1-- x, rH (5) RT All Bayes 238 ER 07g 
ino | 1, p(z) <0, a 
0, f(r)»0, 
其 Bayes 风险 为 
R(G) = inf R(ô,G) = R(é6,G) =a 人 Boir de (11) 


则 当先 验 分 布 G(0) 已 知 且 6(z) = 6G(x) 时 ，(10) 式 可 以 达到 。 但 G(9) 未 知 ，6G(zx) 无 实用 价 
值 ， 故 而 考虑 采用 经 验 Bayes 方 法 。 
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2 EB 检验 函数 的 构造 


本 节 将 构造 参数 的 EB 检验 函数 ， 设 X1, Xo, ,Xn, Xn+1 为 独立 同 分 布 样本 ， 有 共同 的 
KRDM fole), PE Xi, Xo- ,XX 为 历史 样本 ， Xn+t1 为 当前 样本 。 为 构造 6(z) 的 估计 
最， 作 如 下 的 假定 : 

(A) f(z) € Csa £ € R1， 其 中 Css 表 示 Ri 中 的 一 族 s 阶 导数 存在 (s > 3 且 为 正 整 
数 )， 连 续 且 绝对 值 不 超过 a 的 一 族 概率 密度 函数 。 

(Ag) 令 Ki(z), i 二 0,1,…,s 一 1， 是 Borel 可 测 的 有 界 函 数 ， 在 (0,1) 之 外 为 零 且 满足 下 面 
的 条 件 


I, 1, t=i, 
al y Ki(y)dy = (12) 
‘Jo 0, tZi, t—0,1,---,s— 1. 


, 


车 用 fO (a) = f(e), f? (z) 表示 f (a) 的 第 ; 阶 导 数 ， 利 用 核 估 计 方 法 ， 对 ;= 0,1,.…,s 一 1， 
定义 fO (x) 的 核 估计 为 


i Lo X i : Xj- 
£96 -mr DK (13) 
则 了 (z) 和 (D(z) 的 核 估计 分 别 为 
f£) PME rS (14) 
Pe) = pnt —), (15) 
这 里 V) 为 一 列 趋 于 0 的 正 数 系列 ， 则 B(z) 的 估计 量 为 
po(z) = (e(z) — bo) fa (£) — v(z) E? (z), (16) 
其 中 y(x), (x) t (9) 式 定义 。 
则 EB 检验 函数 可 相应 的 定义 为 
C PA m 
0, B. (x) > 0. 


在 本 文中 用 ， 五 " 表示 对 随机 变量 X1, X2, ,Xn 的 联合 分 布 求 期 望 ， 则 bn(z) 的 全 面 Bayes 
风险 为 
R(ôn, G) = af B(x) Eó, (z)dz + Cc. (18) 
Q 


TUBH 
im R(ôn, G) = R(óc, G), 
则 称 o, 2g 398 Vrig i HI EB IERM: AA R(ó4,G)- R(óa,G) = O(n-3), WFK EB fa 3& R 
数 如 的 收敛 速度 的 阶 为 O(n 9)。 下 面 给 出 本 文 主要 结果 所 必需 的 一 些 引 理 。 
本 文中 令 c, cl, cz,…… ， 表 示 不 同 的 常数 ， 即 使 在 同一 表达 式 中 也 是 如 此 。 
引 理 1 设 f((z) 的 核 估计 由 (13) 式 定义 ， 对 于 独立 同 分 布 序列 Xi1,XX2,…， 假 设 条 
件 (A1), (A) IR, WMA 


336 I E 数 学 学 g 第 27 郑 
(a) 3$ FG)(z) 关 于 z 是 连续 的 ， 则 当 lim A, 一 0 且 lim nAz*! =œ}, 


lim E, |f? (z) - f9(z) -0, vrer. 


(b) E f(T) € Csa» WHR An = n xe 时 ， 对 于 0 < 入 < 1， 有 


E, |f (z) - JOa) |^ «en- 22, vae. 


证 明 (a) 可 参见 文献 了 ] 引 理 3.2. 
(b) 在 条 件 (41) 成 立 的 前 提 下 ， 只 需 对 文献 [7] 5313.3 PH fel) 和 fO (ar) 应 用 不 等 式 


felz) <c, f(z) zw, 


即 可 (c 为 常数 ) 。 
31825) $ Rc, C) M Rón G) 分 别 由 (11) 和 (18) 定义 ， 则 有 


0< R(5,,G) — R(c,G) <a 下 lelzjlp(les(z) — &(2)] > |B(z)| )da. 


3 ”主要 结果 

下 面 我 们 讨论 EB 检验 函数 54(z) 的 渐 近 最 优 性 和 收敛 速度 。 

定理 1 设 EB 检验 函数 fn(z) 由 (17) 式 定义 ， 对 于 来 自 Burr XII 的 独立 同 分 布 序列 Xa, 
Xas ERI (A), (42) 均 成 立时 ， 对 任意 的 z e Q， 若 满足 

1) hn 为 一 趋 于 零 的 正 数 序列 ， H dim nha = oo: 

2) E0 = /,0dG(0) < oo: 

3) jJG)(z) 为 z 的 连续 函数 ， 
则 有 

Jim R(5,,G) = R(ôc, G). 
证 明 由 引 理 2 得 


0 € R(n, G) — R(ós, G) < af I8) p (IBn(z) — B(x)| > |B(2)| )dz. 


EW n (x) = 16(z)lp2(I6n(z) — B(z)| > 18(z)|)， Wf «(z) < 16(z)|。 
由 Fubini 定理 及 B(x) 的 表达 式 得 


f la(oldz < J, 人 bjtz1b)dG(o)dz+lgal 下 f(z)àz 


a f 0 j. f(z | 0)drdG(0) + lbo] = f, 6aG(6) + lbo] < oo. 


再 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
0< lim (R(ôn, G) — R(éc,G)) < J ( lim 9, (z))dz. (19) 
noo QR "noo 


下 面 证 明 Jim n(x) = 0 对 几乎 所 有 的 z 成 立 。 
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事实 上 ， 由 (8) 式 、(16) X. Markov 不等式 与 Jensen 不 等 式 得 


< |e(z) — bo|En|fn(£) — f(T) + (2) Enl fP (x) — fO) 


< lez) ~ bol [Eslfa(z) — £P ]* + Wn) [Enl sP (2) — £9 (x)? ]5, 


其 中 (x), v(z) m (9) 式 定义 。 


由 引 理 1 可 知 
当 i=0 时 ， dim En |fn(z) - f(z)| 0, 
当 i=1 时 ，lim E,|f(?(z) - fO (z)|^ — 0, 
则 有 


i 
2 


0 < lim n(x) < (p(z) — &) | lim Es |/.(2) - fl] 


i 
2 


+ lo) [ im En (5) - Pw] - o. 


将 (20) 式 代 入 (19) 式 即 可 。 


(20) 


定理 2 设 EB 检验 函数 fn(z) 由 (17) 式 定 义 ， 对 于 来 自 Burr XII 的 独立 同 分 布 序 列 X1, 


Xa, ERI (A1), (A2) 均 成 立时 ， 对 任意 的 z e Q,，0 < 入 < 1， 若 满足 


J z(CC9*7^B(z)!- dr < co， r=0,1, 
Q 


则 当 取 h, =n TE 时 ， 有 


R(ôn, G) — R(ôc, G) = O(n- ^), 


其 中 s > 2 为 正 整 数 。 
证 明 由 引 理 2 Markov 不等式 


0 


1 和 


R(ós, G) m R(óc, G) 


a I IB(z)|p (185 (x) — B(x)| > |B(z)| )dx 
Q 


IA 


l^ 


a f (DP ^ E16, () ~ B(z)] da 


I^ 


a f l&() -> lola) — bo Eslfa (n) — f(e) dz 


— A l&(z) ^ lu) Elf Dz) — FV (a) da 


Il 


Sn + T, 


(21) 
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另 一 方面 ， 由 引 理 2 及 定理 的 条 件 得 


S, x ems f lea) — GPA) de < enr (22) 

QR 

T, < cn ER { Wa)P Bo de < en P9 (23) 
Q 


其 中 p(x), w(x) 由 (9) 式 定义 ， 且 经 过 简单 变形 有 


a-l a 1 Sly atini 
z " v(z) = —(z 4-21), 


p(z) = 
这 里 a l. (22) (23) 4A (21) f 


R(ôn, G) — R(ôc, G) = o(n- ) 


4 ” 双 侧 检验 问题 
下 面 将 探讨 参数 9 的 EB 双 侧 检验 问题 。 考 虑 由 (2) 式 给 出 的 模型 中 参数 9 的 双 侧 假设 检验 
Ho: 0 0X0 H1:0«0, 或 0>0， (24) 


HP 6, 05 为 给 定 的 常数 。 显然 ， 若 取 


_ 0+0 _ 02 一 02 
了 


ĉo 2 2 


时 ，(24) 式 与 下 式 等 价 
Hg : |0 — 0o| € yo ^ Hi : |8 — bol > v0. (25) 
关于 上 述 检验 问题 (25)， 设 损失 函数 为 
Li(0,di) = (1 — i)a[(6 — 69)? — 46] Tle-eol>%ol ia [n6 一 (一 8) 而 e-eolsvrol， i= 0 


这 里 a 为 一 大 于 零 的 常数 ，d = do, di 是 行动 空间 ，do 表示 接受 Hg. di 表示 拒绝 Hy. EX 
的 先 验 分 布 为 G(6) 且 未 知 。 则 随机 化 判决 函数 为 


ó*(r) = P( E Hg | X 2x). (26) 
与 上 文 类 似 可 得 到 6b*(z) 的 风险 函数 为 
R(6*(z), G(0)) =a f 6*(2)6"*(z)dz + Co, (27) 
Q 
这 里 
ce= [ 16,4)a60, Pa) = | [0 - 00)? - RIFE. 
8 8 


可 计算 得 
B*(z) = P(z)f ? (z) — W (z) f? (£) + (H(z) — Q(z)) f(z), (28) 
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其 中 fO (a), fO (2) 分 别 是 F(z) 的 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 且 


1 «2 
Po) = GE. 
证 
a — 2)(z^(2 -( 
1- 1422z-9)(1-4 z9)? — 1)(x? — 1)(2z9 4-1 
Q(z) = (1 ~ oa)( ios )u-z?) (a RA z ) 45, 
则 Bayes 检验 函数 为 
1，pr*(z) <0, 
bc(z) = | s (29) 
0, Dr(z) > 0. 
其 Bayes 风险 为 
R'(G) = inf R(9*,G) = RS, G) =a J Ger(z)gs(zjdz + Co. (30) 
ao 
同 理 可 构造 8* 的 估计 量 为 
By = P) fP (z) — W(x) fP (z) + (H(z) — Q(z)) fala), (31) 
这 里 fO (s), Pa) hEDA fO (z), f(x), f(x) 的 核 估计 ， 由 (13) 式 决定 。 故 由 此 定 
X EB 判决 函数 为 
1, 84(z) <0, 
bx(z) = | (32) 
0, Bi(x)» 0. 
ô> (x) 的 全 面 Bayes 风险 为 
Ri GJ) =a J 6" (x) E52 (z)dz + Cc, (33) 
QR 


则 可 得 到 下 面 的 关于 67 (a) 的 渐 近 性 和 收敛 速度 的 结论 。 

定理 3 设 EB 检验 函数 bx(z) 由 (32) 式 定义 ， 对 于 来 自 Burr XII 的 独立 同 分 布 序列 X1, 
XX,.…， 在 条 件 (A1), (A2) 均 成 立时 ， 对 任意 的 ze Q， 若 满足 

1) hn 为 一 趋 于 零 的 正 数 序列 ， 且 lim nhs = oo; 

2) E6? = fa 6?dG(0) < oo: 

3) f(x), f(x) 为 z 的 连续 函数 ， 
则 有 

Jim R(05,G) = R(&5,G). 


定理 4 设 EB 检验 函数 r(x) 由 (32) 式 定 义 ， 对 于 来 自 Burr XI 的 独立 同 分 布 序列 X3, 
Xo, ERAF (A1), (A2) 均 成 立时 ， 当 0 < A < 1， 对 任意 的 z e R， 若 满足 


f gC It g*(a)i-^dzr«oo 1-12, r*= 0,1,2, 
QR 
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WHR hn = n rE HA 
R(,G) — R(65,G) = O(n-^ ), 


其 中 s > 3 为 正 整 数 。 
注 定理 3 和 定理 4 的 证 明 方 法 类 似 与 定理 1 和 定理 2， 此 处 略 去 。 


5 结论 
本 节 将 给 出 一 个 例子 说 明 适 合 定理 条 件 的 分 布 和 先 验 分 布 族 是 存在 的 。 
设 给 定 6 时 随机 变量 和 的 分 布 为 
f(z|0)-0(--2) 0*9, s>0, 020, (34) 


HEEZY EQ = {r|x> 0} $35He-1(0»20:/[,f(r|0)dr = 1}。 此 时 ， 密 度 函 
数 为 工 型 的 ， 故 取 6 的 二 型 的 先 验 分 布 为 Gamma 分 布 的 一 个 特例 一 指数 分 布 


g(0) = Be"? Iu. oy, (35) 


此 处 6 > 1 是 参数 。 故 有 


D 1 
f(z) = 81+ x) KESET 


- 2 à 
8t) - Bü Y" (ecce OFE) 


n - 6 460 _ 66-06 

Pr 加 =p0+9 (sneak * Gk rs 02d») 
于 是 有 
C2 


Cl 
(14 z)(B 4- In(14- z))' 


BOIS n EGIT 2) 
且 满 足下 列 条 件 
(a) f(z) 为 z 的 任意 阶 可 微 函 数 ， 具 有 连续 导数 且 一 致 有 界 ， 即 f(x) € Cs: 


I8" (z)| < 


(b 6 = [ 0g(0)d9 = 3 «oo E = ] 6?9(0)d0 = z < ooi 


(c) n ge P G(x) ->de «oo, r-0,1: 
Q 
(d) J get" g*(zy'-^ dro 1-212, r*=0,1,2, 
Q 
XE A e (0,1), FKE, Afr (c), (d) 的 成 立 只 需 注意 到 
/ e^?*(8 4- z)^7!dz < oo, f e©-22(8 二 zZ)>-1dz < oo, 
0 0 
f e O*2*(9 + g)> ldg < oo, T elà-22(8 十 z)>-1dz < oo, 
0 0 


即 可 。 则 由 (a)-(b) 可 知 ， 定 理 1-4 的 条 件 均 满足 。 
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Empirical Bayes Test for the Parameter of Burr XII Distribution 
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Abstract: The Burr XII distribution in economies, soeiology, euthenies and aetuaral statisties has 
very important value of application. It has often been used by aetuary, so it is significant to study the 
Burr XII distribution. The Empirical Bayes (EB) one-side and two-side test rules for the parameter of 
Burr XII distribution are constructed by using the kernel estimation in this paper. The asymptotically 
optimal property and convergence rates for the proposed EB test rules are obtained under suitable 
conditions. Finally, an example is given to show that the prior distribution satisfying the condition of 


the 


theorem exists. 


Keywords: Burr XII distribution; kernel estimation; empirical Bayes test; asymptotic optimality; 
convergence rate 
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